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摘要  
時空合域(spatio-temporal)波場影像中隱含有波速及群波速度的資訊於其中。本文嘗試利用

含速度轉換因子的時空合域小波轉換理論，分析近岸的海洋波場影像，推求波浪淺化過程中波

速與群波速度在時空的演變，藉以瞭解小波轉換此一數學方法應用於分析非均勻近海波場影像

的可行性。本研究發展出此一數學理論分析數位化波場資料的演算過程，推導出小波分析結果

與波浪速度以及群波速之間的數學關係，藉以將小波理論與波浪分析領域結合。經過分析與討

論後，本文證實了時空合域連續小波轉換應用於非均勻波場分析的實用性。 
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ABSTRACT 

The aim of this research was to study wave field analysis by applying spatio-temporal wavelet 
transform, so as to understand the the feasibility of coastal wave field analysis by this theory. For the 
sake of applying wavelet theory to extract wave information from the inhomogeneous wave field, the 
algorithm of spatio-temporal wavelet transform was developed. The relationship between wave 
parameters and the wavelet analyzed results were also derived from this study. To understand the 
practicability and accuracy of wave calculation, the numerical algorithm was tested in simulated 
irregular wave fields. It is revealed that the use of spatio-temporal wavelet transform in analyzing 
inhomogeneous wave fields of random waves was feasible, even in coastal areas. 
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一、前言  
隨著全球氣候暖化以及聖嬰現象的影響，近五

年(2003 年~2007 年)侵台颱風的平均次數已經遽增

至約 7.5 次。颱風或低氣壓所伴隨的強風、豪雨及

巨浪都是造成海岸地區造成海岸災害的主因。其中

海洋波浪是一種複雜多變的物理現象，需透過長期

的海況監測方能更完整掌握其特性。海況觀測結果

是研究海洋環境特性的資料來源，也是理論計算及

模型試驗驗證結果的依據。 
海況觀測方法可分為直接的現場量測(in-situ 

measurement)與間接的遙感探測(remote sensing)兩



 

-194- 

種方式。遙測可針對觀測區域進行大範圍空間波場

的觀測，快速且廣泛的獲得海面波場資料，是近年

來學界所致力發展的觀測技術之一。 

隨著空間波場遙測技術的進步與發展，國內外

許多學者開始投入波場的分析及其後續應用等研究

議題(Tinin et al., 2002)(Girolamo, 1995)(Kawasaki 

and Iwata, 1998)。連續波場影像中隱含有波速與群

波速等重要的波浪訊息，波速(wave celerity)與群波

速度(wave group velocity)是研究海洋科學以及海洋

工程應用所需考慮的重要因子。舉凡：波浪淺化、

波能通率、波能傳遞、緩波方程式、海底泥砂運行

以及波浪數值模式等相關研究，都會涉及波速與群

波速度(Reeve et al., 2004)。有關從波場計算波速與

群波速度的方法，往昔是利用波譜分析方法，將波

場之序列變化轉換成波浪能量在頻率域與波數域上

之聯合分布，進而透過波譜中頻率與波數之間的關

係推求出波場的波速。往昔的方法適用於分析定常

(stationary)及均勻(homgeneous)的波浪場，其分析所

得結果是利用整個波場的波速平均值代表整個波場

的波速與群波速度，以波速及群波速度分析結果的

平均值代表空間中大範圍波場的波浪特性。然而自

然界的訊號常存在有非定常及非均勻的特性，空間

波場訊號亦不例外。一般而言，若訊號的統計特性

不隨時間改變，即可將該訊號視為定常訊號。相較

於時間訊號對定常性的定義，空間訊號的定常性則

被稱為均勻性。亦即若訊號的統計特性不隨空間改

變，即可將該訊號視為均勻訊號。 

如圖 1 所示，為一近岸波場之影像案例。由於

受到近岸地形水深之影響，導致波場中不同位置之

波浪特性都不盡相同。透過直觀目測圖 1 的波場即

能發現其波數與波向明顯隨空間改變。根據線性波

理論，波浪的波速值與波數有直接的關係，不難推

斷出在該近岸波場案例的波速值會隨空間改變。因

此以單一個波速平均值理應無法完整表現出空間中

大範圍波場的波速特性。 

近幾十年來，一套新興的數學理論-小波轉換在

學界蓬勃發展。該理論已被證明其具有分析非定常

以及非均勻訊號之能力，並已被廣泛地應用在各種

訊號的分析。一種適合分析時空合域訊號的時空合

域小波轉換理論(spatio-temporal wavelet transform) 

於最近幾年被提出(Mujica 1999; Antoine et al. 2004) 

 

圖 1 非均勻波場影像案例 

。時空合域小波轉換與一般常見之高維度小波轉換

(high dimensional wavelet transform)理論類似，但其

著重於「同步」分析時空合域之訊號，適用於分析

具有時間以及空間維度資訊的波場影像序列。 

與一般高維度小波轉換理論的差異在於時空合

域小波轉換引入含速度轉換因子 (speed tuning 

parameter)之小波母函數，能偵測空間影像中等速或

加速度移動之物件，並計算出其速度值(Mujica et al., 

2000)。近岸海域的波場因受到地形之影響，波浪易

產生淺化及變形，造成波浪傳遞過程中，波速亦隨

之改變。因此大部分的近岸海域的波場影像都可視

為一種非均勻的訊號，其中所隱含的波速資訊亦屬

非均勻。從小波轉換的數學理論發現，時空合域小

波轉換應該具有解析出非均勻波場影像波速變化之

能力。但目前還尚未有相關之研究將該理論的速度

轉換因子應用至分析波速及群波速度。 

本文目的在於應用含速度轉換因子的時空合域

小波轉換理論，分析時間連續之海洋波場影像，以

推求波速與群波速度，直接求得不同成份波的移動

速度(波速與群波速度)，藉此分析出非均勻的波浪

場或是淺化過程中波速在時空的演變。 

二、理論分析  

2.1 時空合域小波轉換理論 
小波轉換目前已廣泛被應用於多門學科領域，

但其應用範圍多著重在一維訊號的分析及二維影像

訊號的辨識與增強，於分析三維度時空合域波浪場

時序列的應用則還未獲得普遍的關注。本研究將三

維度時空合域小波轉換相關理論及波速/群波速度

計 算 之 方 法 敘 述 如 下 (Mujica et al., 2000) 

(Duval-Denstin and Murenzi, 1992)。 

考慮一時空合域之波場影像序列 ，其包含了時

間與空間之訊號，假設其數學關係之存在如式(1)所
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示，則影像時序列 ( )txs ,v 的傅立葉轉換可表示如式

(2)，此即影像時序列訊號於傅立葉空間的表示式。 

( )∫∫ ∞<= dtxdtxss vv 222 ,  (1) 

( ) ( ) ( )∫∫ −⋅−−= dtxdetxsks txki vvv vv 25.1 ),(2,ˆ ωπω  (2) 

上式中ω 為角頻率； k
v
為空間角頻率，其物理意義

為空間訊號 xv 所對應之頻率域，於影像分析領域被

稱為空間頻率，應用於波浪領域即為海浪的波數。 
影像時序列 ( )txs ,v 的時空合域小波轉換則可表

示如式(3)： 

( ) ( )( ) ( ) dtxdtxstcabxrca

a
C

cabS

vvvv

v

2321311*

23

,,

1),;,,(

τψ

θτ

θ

ψ

−−×

=

−−−

−∫ ∫  (3) 

式(3)中的 ψC 為小波函數的容許條件(Antoine et al., 

2004)。τ 為小波函數於時間域(time domain)的位移

因子，乃控制小波函數在被分析影像序列時間域的

移動量。 b
v
與τ 的物理意義相似，為小波函數於空

間域(space domain)的位移因子，乃控制小波函數在

被分析影像序列空間域的移動量。θ 為小波函數的

旋轉因子，控制小波函數在空間域的旋轉，其與小

波函數旋轉量 θr 的數學關係如式(4)所示。a 為尺度

因子，控制小波函數的尺寸，於訊號分析領域可用

來分析訊號的頻率。 c 為速度轉換因子，可偵測時

空訊號中，某一物件的移動速度為本研究分析波速

的重要關鍵(莊等，2007)。 

πθ
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θθ

θ 20,
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=−r  (4) 

三維 Morlet 小波母函數於時空域ψ 及頻率－

波數域ψ̂ (小波母函數經三維傅立葉轉換後所得之

函數)，亦即小波母函數於傅立葉空間的表示式如式

(5)與式(6)所示(Mujica, 1999)。 

( )

[ ]2
0

220

2
0

21

2110

5.05.05.0

5.05.0

5.0),(

ωω

ψ

−−−

−−

−⋅

⋅−⋅×

⎥
⎦

⎤
⋅−

⎢
⎣

⎡
⋅=

−

−−

eeee

ee

eetx

ttti

kxA

xAxAki

vv

vvvv

 (5) 

( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −×

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

+−−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−−

2
0

22
0

2
0

22
0

5.05.0

5.05.0),(ˆ

ωωωω

ωψ

ee

eek
kkAkkA
vvvvv

 (6) 

上式中， [ ]1,5.0−= εdiagA ， 1≥ε ，為 usual anisotropy 

matrix。參數 || 0k 與 || 0ω 為小波母函數於傅立葉空

間(小波母函數經傅立葉轉換後所得之函數)的中心

位置，也控制著小波母函數的波形震盪程度。 

2.2 群波速計算方法 
根據小波轉換理論，小波母函數ψ̂ 與小波函數

cab ,;,,
ˆ

θτψ v 於傅立葉空間中的關係如下所示： 
( )
( ) ( )ωτ

θ

θτ

ωψ

ωψ

+⋅−−
− ⋅⋅= bki

cab

eackraca

k
vv

v

v

r

323123

,;,,

,ˆ

,ˆ
 (7) 

由上式可推導出經由τ , b
v

,θ , a , c 等參數作用後，

原先於波數域的 0k
v

會移動至 pk
v

；原先於頻率域的

0ω 會移動至 pω ，其間的關係如下所示： 

θ−
=

rac
kk p 3/1

0
v

v
 (8) 

3/2
0

−=
ac

p
ωω  (9) 

將數位訊號離散化的概念引入後，可獲得如下

關係式： 

ftN
Tac

t

t
Δ

=−
π

ω03/2  (10) 

xx

xx
lxN

kTac
Δ

⋅=
π

03/1  (11) 

上式中的 tT 與 xT 為小波母函數於時間域及空間域

的視窗寬度(Jordan and Powers, 1997)。 tΔ 為被分析

訊號於時間域的取樣間格； xΔ 為被分析訊號於空間

域的取樣間格。 tN 與 xN 則分別為小波函數離散化

後於時間域與空間域的長度。結合上述式子，可獲

得小波轉換的尺度因子、速度因子與波浪角頻率

ω 、波數 k 之間的關係如下所示： 

xtx

xxt
lTNx
fkTNt

c
⋅⋅⋅⋅Δ
⋅⋅⋅⋅Δ

=
0

0
ω  (12) 

若上式分子與分母同乘 π2 可得： 

v
TNx

kTNt
kTNx

kTNt
c

tx

xxt

xtx

xxt ⋅
⋅⋅⋅Δ
⋅⋅⋅Δ

=⋅
⋅⋅⋅Δ
⋅⋅⋅Δ

=
0

0

0

0
ω

ω
ω  (13) 

上式中的 c 為小波轉換的速度因子，為無因次單

位。 v 即為波速，其單位為 m/sec，經由轉換後，可

獲得波速如下： 

c
kTNt

TNxv
xxt

tx ⋅
⋅⋅⋅Δ
⋅⋅⋅Δ=

0

0ω
 (14) 

從式(9)~式(11)可看出，當 1=ε 及 ( )0,00 ω=k
v

，

小波母函數於時間域及空間域的視窗寬度一致，亦

即 xt TT = ，則上式可簡化為下： 

c
kNt

Nxv
xt

x ⋅
⋅⋅Δ
⋅⋅Δ=

0

0ω
 (15) 

上述為透過小波轉換分析波速(wave celerity)的
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方法。群波速度(wave group speed)的理論值計算，

則透過線性波理論求解，如式(16)所示， 

v
kd

kdCg ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

)2sinh(
21

2
1

 (16) 

d 為水深；如透過小波轉換推估群波速度則如下： 
( )
( ) kC E

kkE
g

yx ⋅= θω,
,

 (17) 

( )θω,E 是小波轉換能譜對波數積分求得之能量值；

),( yx kkE 是從小波轉換能譜對頻率積分後得 ( )θ,kE ，

再轉換後所得之尖峰能量。 

三、分析方法之驗證  

3.1 波場模擬 
為瞭解時空合域連續小波轉換應用於波場影像

之波速及群波速分析的可行性與其分析結果之準確

度，本文應用數值模擬的波場影像時序列進行分析

驗證。由於大自然的波場多為隨機的不規則波浪，

本研究用來驗證分析方法的模擬波場將使用不規則

波浪所形成的波場。 
不規則波浪場的模擬首先必須考慮輸入的方向

波譜形式。考慮到波場向近岸傳遞時，可能會進入

淺水區，因此採用考慮到水深影響的 TMA 譜作為

被輸入之一維譜 (Chuang et al., 2008)(Goda, Y. 

1999)。 
模擬一水深漸變且無海流影響的不規則波場，

其相關起始件如下： 31H =2.5m，對應之平均週期

31HT =8sec，起始波向=45 度。模擬所得不規則波場

及其對應之水深如圖 2 所示。 

 

圖 2 不規則模擬波場及其對應之水深 

應用本研究所發展之小波轉換分析方法對圖 2

之模擬波場進行分析，分析所得之波譜結果如圖 3

所 示 。 理 論 上 ， 若 模 擬 波 場 之 尺 寸 為

xN pixel× yN pixel，經小波轉換分析後，在每一時

間序列點上可獲得 xN × yN 個波譜結果，亦即於波

場的每一個位置點都會輸出一個波譜計算結果，這

是小波轉換應用於分析非均勻訊號的優勢所在。然

而上述所獲得之波譜結果之數量相當龐大

( yxt NNN ×× )，為能將小波轉換分析結果作有效的

展現並方便討論，本文僅選取圖 2 中 Location1~ 

Location6 六個不同位置點在某一時刻的波譜結果

進行探討。選取這六個點的原因為其所在位置的水

深都不相同，藉此能瞭解波場因水深影響造成淺化

後之波浪特性能否透過小波轉換的分析結果完整的

表達出。 

圖 3 中的曲線為波浪的 dispersion relation 理論

曲線。由於本研究模擬的波場是根據 dispersion 

relation 描述波場中頻率與波數間的關係，圖 3 之經

小波轉換後所得波浪譜之頻率與波數能量分佈除了

與輸入之目標波譜一致外，確實與dispersion relation

理論曲線一致，這說明了小波轉換應用於波場分析

的可行性與正確性。此外，從圖 3 的分析結果也發

現到波浪譜中的波能尖峰位置有隨水深變淺而往高

波數位置移動的現象。此與波浪淺化後，波浪波數

會變大的自然現象符合。 

 

 

圖 3 不同水深處利用小波轉換分析波場影像所得

之波浪譜 

本研究進一步利用上述的譜分析結果計算出波

浪參數，如圖 4，為應用小波轉換所計算出波數/波
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向與理論值之間的比較結果。分析結果顯示，波數

計算的相對誤差在 9%以內；波向計算的誤差在 7
度以內。其中於 Location1 以及 Location6 兩位置點

的分析結果誤差較大。這應該是受到波場邊界的影

響，此一問題將於後面討論之。若不考慮 Location1
及 Location6 兩位置點的分析結果，其餘位置點的

分析結果之準確度明顯較高。如圖 5 與圖 6 所示，

若不考慮靠近影像邊界位置點的分析結果，於

Location2~Location5 的波速與群波速度計算結果的

誤差都在 6%以內。 

 

圖 4 利用小波轉換分析波場影像所得不同水深處

之波數與波向準確度 

 

圖 5 利用小波轉換分析波場影像所得不同水深處

之波速準確度 

 

圖 6 利用小波轉換分析波場影像所得不同水深處

之群波速準確度 

四、邊界對波場分析之影響  
透過前一節的模擬波場分析，可發現到圖 2 波

場中於Location1及 Location6兩位置點的分析結果

誤差較大，這應是受到波場邊界的影響。圖 7 為小

波轉換分析訊號之示意圖。由式(3)可看出，小波轉

換在數學上為小波函數與影像訊號的 scalar 

product。如圖 7(a)所示，若用小波轉換分析波場影

像中離邊界較遠處之波浪，即是用一完整之小波函

數與訊號進行 scalar product。圖 7(b)則顯示出於影

像邊界附近區域進行分析時，所使用的小波函數受

影像邊界之限制，並非一完整之小波函數，因而造

成了波浪分析結果的明顯誤差。由此可進一步推論

在靠近影像邊界的同一位置的計算精度應會隨著成

份波的不同波長而改變。 

 

 

圖 7 小波轉換分析訊號之示意圖 

為證實上述之推論，並考量波長在淺化過程會

逐漸變短，故本研究嘗試利用小波轉換分析不同底

床斜率及波浪週期的模擬波場，藉以獲得不同海底

地形以及波浪條件的波浪分析結果，再透過統計分

析，計算小波轉換分析位置與波浪計算準確度之間

的關係。所模擬波場的週期條件範圍為 5 sec~19 

sec；波場對應的海底底床斜率條件範圍則為

0.02~0.1，此已考慮了大多數風湧浪以及海底床之斜

率條件。本研究將上述的分析結果與理論值進行比

對，將所有案例的計算結果進行均方根誤差的計

算。計算結果如圖 8 所示，小波轉換分析波場的準

確度確實會受到波場邊界之影響。分析位置愈遠離

波場邊界，分析結果之誤差愈小。當分析位置遠離

波場邊界的距離超過波場的半個主波長時，波浪計

算的無因次均方根誤差將小於 5%。 

 

圖 8 波場分析位置與波浪計算準確度之間的關係 
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五、結論  
波場為海表面於時間域及空間域的的水位變

化，透過適當的數學分析方法，可從中萃取出重要

的波浪參數，以供後續之應用。海浪的波速與群波

速度是海洋科學研究及海洋工程應用所需考慮的重

要因子。本文探討含速度轉換因子的小波轉換應用

於波場影像序列分析的可行性。藉由時空合域的連

續小波轉換進行波場影像序列之分析，藉以更合理

的描述波浪於近岸空間之演化特性，並避免波場的

非均勻性影響波浪計算結果的正確性。 
為瞭解小波轉換應用於波速分析的可行性與其

分析結果之準確度，本文透過模擬不規則空間波場

影像進行驗證。驗證結果發現，小波分析結果確實

能表現出波場中波速與群波速的物理特徵。透過上

述模擬波場的驗證過程中也發現到，應用小波轉換

分析波場的準確度會受到波場邊界及波場的時空解

析度的影響。本研究嘗試應用不同條件的波場進行

分析，發現小波轉換分析波場的分析位置愈遠離波

場邊界，分析結果的準確度愈高。當分析位置遠離

波場邊界的距離超過波場的半個主波長時，波浪計

算的無因次均方根誤差將小於 5%。經由前述的分

析與討論，本文證實了時空合域連續小波轉換應用

於非均勻波場分析的實用性。 
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