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二維小波轉換分析波場影像
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摘要

遙測為從事海洋科學研究的重要方法之一，高解析度的影像分析理論可以從影像中擷取到

有用的資訊，為了臼後應用於分析近岸非統一性波場的遙測影像資料，本文採用小波轉換來從

事影像萃取分析。本文著重於理論的推導，以一維小波轉換為基礎，推導二維轉換後尺度和位

移參數與波數及空間位置之間的關係，並試間推演小波係數與波浪能量的關係。本文經由分析

模擬波場的影像證實，二維小波轉換具有分析空間中不同位置的波場訊息與探討特定成分波在

空間中演變的能力。

A Derivative Study 2D Wavelet Transform
for Wave Field Images Analysis

Lee-Chung Wu Dong-Jiing Doong Laurence Zsu Hsin Chuang Chia Chuen Kao

ABSTRACT
Rernote sensing has been proven a useful tool to physical oceanographers on studying the ocean.

Many irnportant information irnplied in the rernote sensing irnages could be extracted by irnage analysis

tool. However，in coastal 訂閱 the water depth gradually changes，so the traditional Fourier Transforrn

couldn't correctly describe the wave field. It is then the pu叩ose ofthis study to prove the fe的 ibility of

applying 2D Wavelet Transforrn to analyzing coastal wave field irnages. To justify the accuracy ofthis

rnethod，we cornpared the analyzed results of sirnulated irnages with input conditions. It was shown

that 2D Wavelet Transforrn is a better tool than Fourier Transforrn on analyzing the changeable wave

tìeld in coastal ocean.

一、緒論

波浪是損害海岸結構物與影響海域活動安全的

重要因素之一，由於波浪受到氣象環境、海流狀況..

等各種因素直接或間接的影響，是一種極端紛耘的
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自然現象，除了理論解析與實驗分析外，波浪觀測

提供分析波浪的另一種途徑。波浪觀測分為現場

(in-situ)觀測與遙感探測 (rernote sensing) 兩種方式，

現場觀測提供直接準確的資料供模式驗證、即時數

值預報...之用，為了獲得空間上的波場資訊與探討

波浪在空間中的演變，遙測是一種可能的途徑，具

有經濟易維修的優點。

由於微波波段的雷達感測器不受雲雨干擾，可

在白天與沒有陽光的夜晚進行觀測，被廣泛地應用

於從事海洋觀測作業。根據雷達的運作原理，可分
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S徊，b)=J:'J:' ∞G(x，y). 'l/a;;(x，yμx 砂 (1)

積。其數學表示式如下所示 (Antoine and

Murenzi，1996) :

I，x-bx y-by
Vμ(x ，y) = -':"'I/(ri' (一一一，一一_f)] (5)
“."αa a

re 是二維小波轉換之旋轉因子。因此二維小波母函
數經由尺度伸縮、位置移動，以及不同角度做旋轉

後改寫為，

(4)

(3)

(6)

(2)

8=[73:3]

A = aro

(x-bx)sinθ+ (y - bv)cosθ
.l;" ，，.， Y]dxdy

o

其中

將以上關係式經整理後得到二維小波轉換式如下:

S徊，θA，by)
(x - bx)cosθ 一(y - bv)sinθ

= -':"C'" ，J:'∞G仰，y) . '1/[， A. "Ya a

上式中的位移參數與空間中之位置點有關，為

一個二維度的參數，但尺度參數 α 則為一個純量，

與成分波的波數(頻率)有關。將調變後的小波與訊

號從事內積的理論中 (Antoine and Murenzi ，1996) ，考

慮了旋轉函數 (rotation) ，亦即除了對小波母函數做

尺度伸縮以及位置移動外，再把小波母函數以不同

角度做旋轉來進行訊號分析，此時尺度參數可改寫

為矩陣型式如下，

其中 b =(丸，by) 為位移參數 'a 為尺度參數，調變

後的小波函數可以下式表示

1 .x-b. y-bv
V抖抖，y)=ZV(-ZL ，-74)

為真實孔徑雷達 (Real Aperture Radar，RAR)與合成

孔徑雷達 (Synthetic Aperture Radar，SAR)兩類，真實

孔徑雷達常架設於岸邊固定點探測海茵波浪，經由

鏡面反射以及布拉格 (Bragg) 共振的訊號得到回

波，用以分析海面的波浪特性，裝載於飛機與衛星

上的感測器則多屬於合成孔徑雷達。

不論真實孔徑或合成孔徑雷達的觀測結果均為

描述空間波場的相片，前人研究中大多擷取一塊子

影像區域，分析代表該影像區域的特徵波場。但在

分析波場訊號時，有時不僅需要知道不同成分波之

能量分 f布，亦需要了解各成分波相對應在空間中不
同位置之變化情形，為了將波浪訊號的能量同時表

現在空間以及成分波之分佈上，本文嘗試利用"小波

轉換"的理論來分析波場。藉以探討各成分波能量於

空間中之變化情形。

小波轉換於分析一維時序列訊號可將時序列的

能量同時表現在時間一頻率域上。應用於分析波浪

方面，可探討出波浪能量於時域及頻率域上的變化

惰形，更可藉由小波轉換得到某一瞬時波浪能量，

或是各頻率成分波能量在時間上的變化，以分析非

定常性波浪資料。

小波轉換 (wavelet transform) 除應用於分析波浪

時序列，以探討出波浪能量於時域及頻率域上的變

化情形，亦可利用二維小波轉換分析空間訊號，將

影像中所包含的波浪訊息、萃取至位置空間及成分波

空間。亦即可以探討空間中不同位置點之成分波的

分佈'也可以用來探討不同成分波在空間中的變化

情形。

本文的研究目的在於二維小波轉換上的推導，

推導出小波轉換之參數與波譜之關係，及小波轉換

之影像解析力(視窗寬度) ，並以模擬影像與實際雷

達影像來測試本文的數學程序，作為下一步探討波

浪在空間影像中的演變特性的基礎。

二、小波轉換理論

2.1 二維小波轉換
二維小波轉換是延續著一維小波轉換所發展出

來的，其原理與一維小波轉換相類似，基本涵義為.

將某二維小波母函數 v狀，y) 做位移後，再以不同

尺度伸縮，與待分析之二維訊號 G(x ，y) 做兩次內

由於某些小渡母函數本身不具有方向性，如二

維墨西哥$冒小波母函數(Mexican hat wavelet) ，因此

無論將其轉多少角度，其分析結果都一樣。因波數

與尺度參數間存在一關係式，本文將尺度參數視為

二維度之向量，即 ã =(αx ，ay) ，則原式改寫為，

S(ã ，b) = J三j之G(x ，Y)''l/ü;;(x ，y)dxdy (7)
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(8)

其中 f/lü};(X ，y) 為對小波母函數分別做 x 方向及 y

方向之位置平移輿尺度拉伸，

1 ，X 一丸 y-b.
f/lü，ii(X ，y) = I~If/I(一一，一 _Y)

la|ax4

訊號之工具。二維 Morlet 小波母函數於空間域之關

係式如下:

ikO(x ，y) _ ~ (-Îie-Jx2+y2))
f/I(X ，y) = e"O\X ，YJ 'e' 2' - -， (12)

(9)

(10)

除此二維小波轉換的理論式外，本文根據一維

小波轉換係數與能量之關係式(歇‧ 1995) .推導出

二維小波轉換係數與能量，如下，

E才fgx fgy阮氏|的x心y)12
daydaxdbydbx

IRτ7月2

WT(鳥，巧，丸，b
y) 為訊號經小波轉換後之係數，而

ky 1政 (kx ，kyfcvzf;j-k" 「ιj'kxdky
損， .Jk: +何，

其中 k。為小波函數於頻率域(經傅立葉轉換後)之中

心點， E: 為二維小波國數之形狀參數。二維 Morlet

小波於空間中之波形如下圍所示，

2.2 二維小波母函數
小波轉換分析訊號之意義是將訊號與小波函數

做內積，而不同之小渡函數各自擁有其性質，由各

領域不同之需求而被選用。小波分析之結果與小波

母函數之選定有關，不同之小波母函數分析訊號，

其時﹒頻視窗寬度亦不同，影響了分析訊號時之解析

力。小波母面數的頻率視窗寬度愈小，在頻率域上

對頻率之解析能力愈佳;而小波母函數的時間視窗

寬度愈小，在時域上對頻率之解析能力愈佳。理論

上若小波母函數之時﹒頻視窗之面積愈小，對於分析

訊號之解析力就愈好，根據海森堡測不準原理

(Heisenberg Uncertainty Principle) 得知 (Strang and

Nguy凹，1996) .時頻視窗面積需滿足下式:

(2Ô"，).(2ôφ) 這 2 (11)

國 1 二維 Morlet 小波於空間域之波形

由於二維 Morlet IJ\波具有方向性 (oriented

wavelet) ，因此當小波母函數旋轉不同角度時，所分

析之結果就會有所差異。

2.3 尺度參數與波數之關係
本文藉由一維小波轉換中尺度參數與頻率的轉

換關係式，推導二維小波轉換中尺度參數與成分波

之波數之關係，推導結果如下式，

-ω ﹒lj 諦 '1-1州，)|zdf
k=τ-= 了x '" .0' (13)

a a 1立|政(五'fik'

其中 'Î!(k) 為二維小波母函數 V狀，y) 之傅立葉轉

換，亦即在頻率域上之分布，如下式所示。

ψ(五)=，，[5 叫 ~O.5.[k; +(ky
_5.6)2]} (14)

藉由以上關係式推導出 x 方向與 y 方向尺度參

數與波數間的關係分別如下，

[J瓜jι二r可司|阿d品恥e侃蚓x
/[叫!悶占α仰蚓p叭{-O.5[5k:2 +仲5的12呵呵 1

其中時間域之視窗寬度為 2að."，.頻率域之視窗寬
度為 (2ð.vJjα 。因此實際應用時，若要獲得最佳之
頻率域解析能力(即頻率域視窗寬度變小) .其時間

域之解析力會因此而變差(即時間域視窗寬度變

大).反之亦是如此。

由於 Morlet 小波在訊號分析中，其時間﹒頻率

視窗之面積最小(最趨近 2) .因此其解析力較佳

(歐.1995) .故本文選擇 Morlet 小波作為分析波場
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DI

二維小波轉換的視窗寬度

(20)

分析模擬波場的影像

mi川'i

呵巳卡 i.S.6.(x，y) 問 (-0.S)(0.2.x2+ y2) 1
2州 ]05

由上式可知成分波波數分佈之視窗寬度會隨著

尺度參數改變而產生變動，且尺度參數愈大(波數愈

小)時，其波數視窗寬度會愈小，而波數視窗寬度不

會隨著空間中之位置的改變而隨之產生變化，而鄰

近訊號之解析範園會相互重疊，如圖 3 (Mall刻，

1998) 。

[山-iyJYiPW)E(0 叫

x= 軌=命

[已(Ifi- k' )21/.5叫o叫+扎一5.6)2]f dkxdky]OS

U工1/.5啡。叫+扎一5叫zdMy]05

(19)

由式 (19)得知二維小波轉換時，其尺度參數愈

大(波數愈小)時，其空間域之視窗寬度會愈大，而

空間視窗寬度不會隨著空間中之位置的改變而隨之

產生變化。而頻率(在二維空間為波數)域之解析範

團會隨之增大，波數視窗寬度也藉由一維小波轉換

時頻視窗寬度關係式推導得到，可以下式計算。

波理論可得知，根據影像不同位置所包含的成分波

訊息、強弱，將計算獲得多個有意義的分析結果，代

表的是不同位置、不同頻率(成分波)的訊息。而此

位置或頻率並非單一數值，而係一個視窗大小，稱

之為空間視窗與頻率視窗，本文藉由一維小波轉換

中時頻視窗之視窗寬度關係式 (Foufoula-Georgious

and Kumar，1994) 推導出三維小波轉換中空間視窗

寬度與尺度參數之關係式如下，

Bx =By =2xlãlx

傅立葉轉換分析訊號是將訊號之全部範團與正

弦(或餘弦)函數做內積，分析結果是一個平均值，

而小波轉換其特性為訊號之解析範團會隨著頻率之

不同而隨之改變，如圖 2 所示 (Far阱，etal. 1993) 。

八八 í! l.
\/\/⋯、vuf 心和

j二yν6 川 x e(-O 叭叭 y，2) 1
2街神，

y=bv+ax ，?

j二|EFM(XV) ×e川 (0.2'X'
2
+y'2)1- cix'dy'

(17)

治 c

也 -A 豆 A f'. t
圖 2 小波函數的調變視窗示意圖

ι巾;.5.6 的)xe(-O 帆 Aj242dw-

x =b~+axI

f:lei56 川

(18)

自式 (17) 、(18)可得知，二維小波轉換後，位

置點與尺度參數及位移參數間存在一線』性關係，當

尺度參數及位移參數愈大時，所對應於空間中 x{直

(或y 值)會愈大。

2.5

Iι~k~2 + k~21而州打[吋+(叭叭f吭吭 1 (16)

/[avι| 石口附 5[5 .k~2 +仲

由式 (15) 、(16)可得知，小波轉換後 x 方向與 y

方向之尺度參數 (ax ，ay) 與波數 (kx ，ky) 之間存在
一倒數關係，亦即當尺度參數愈大時(代表小波母函

數被拉展開) ，波數會對應減小。

2.4 位移參數與空間位置之關係
同理，本文推導二維小波轉換分析影像訊號

後，位移參數 (bx ，by) 與空間位置 f句。的關係如下:

二維小波轉換應用在空間影像的分析後，從小
本文為了驗證上述的導演，本章將分析模擬的
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圖 5 傅利葉轉換分析全幅模擬影像之結果

園 6 二維小波轉換分析模擬影像，在

位置 [A]附近之波場

o
h畫

。
她

~ 0

析結果顯示該影像中有四對成分波，本文僅取每對

其中之一，並列出其主波數位置分別為 (kx，ky)=

(0.44，0.44) 、(0，0.52) 、(0.68，-0.39) 、 (0.54，0.31) ，在

其餘位置的能量皆幾近於零。計算得到的波數分別

為 0.62 、0.52 、0.78 以及 0.62 ，對應的波長和波向

分別為 10m (45 度)、12m (1制度)、8m (-60 度)以及

10m (60 度)，符合所設定的模擬波場條件句

3.1.2 小波轉換分析模擬波場之結果

對所模擬之波場影像從事小波轉換分析後，於

影像上不同位置，可計算得代表鄰近位置(即空間視

窗範圍)的波場資訊，如圖 6 中顯示的是圖 4 影像中

鄰近 [A]點的分析結果，圖中顯示能量尖峰位置位於

波數 (kx，ky)= (0.54，0.31)' 其餘位置波數之能量皆幾

近於零，表示所分析之範圍中只有該成分波存在，

計算得到的波數為 0.62 、波長 10m 、波向 60 度，

這正是該象限模擬的輸入條件，而根據本文的模擬

方法，確實在該象限僅有單一成分波存在，此資訊

經由小波轉換可清楚地被萃取出來。

{叫

表 I 模擬波場之條件表

成分 成分波模擬範圈
波高波長波向

波 m m (0)

(X，y)=(O-100，0-1 00) 。2 10 45

2 (X，y)=(O-IOO骨 100-200) 0.3 12 180

3 (X，y)=(100-200，0-1 00) 0.15 8 -60

4 (x，y)=(100-200，100-200) 。25 10 60

甜甜曲曲 1個 1甜 140 160 180 200
x(ml

圈 4 四個成分波之模擬波場影像

(A 、B 為後文分析案例與視窗範圍)

3.1.1 傅立葉轉換分析模擬波場之結果

圖 5 顯示傅立葉轉換分析上述全幅模擬影像結

果，傅立葉轉換會產生對原點對懦的分析結果，分

'0

60

ßC

E1曲

f(x ，y) = LQ; cos(kxsinB; +卸cosθ;) (21)

波場影像，分別利用傅利葉轉換及小波轉換來從事

波場分析，藉此也可以了解小波轉換應用於波場分

析之特性以及與傅立葉轉換的異同。

3.1 波場影像的模擬
本文模擬一個來自四個不同方向規則波所形成

之波場影像，波場模擬的數學式如下所示，

本文模擬一個包含波場資訊的影像，其大小為

200x200 公尺，需說明的一點是，為了後續驗證的

用途，本文假設此四個成分波並不互相疊加，而是

分別分布在四個象限中，各成分波之模擬條件如表

l 所示，在此波向之定義與風向之定義相同，模擬

之波場影像繪於圖 4 。
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圖 7 二維小波轉換分析模擬影像，在
位置 [B]附近之波場

若分析圖 4 波場影像中 [B]點附近之波場時，結

果如圓 7 所示，共分析出 (0.44，0.44) 、(0，0.52) 、

(0的.-0.39) 和 (0.54，0.31)等四個峰值，經驗證得知

分別為本文所模擬的四個成分波，此乃由於分析點

[B]的空間視窗大小包含了四個象限(如圖 4 中方

框)，也就是四個成分波的訊息均被納入分析，因此

出現了圓 7 的結果，因為本文模擬的四個成分波的

振幅設定為相等，因此圖 7 中得到的四個成分能量

的大小正比於視窗包含到各象限的大小，也就是成

分波訊息的強弱。

小波轉換除了可分析出空間中各位置點之波數

譜特性外，亦能求得不同成分波於波場中分佈的資

訊 υ 為驗證此一特性，本文同樣分析圈 4 的模擬波

場，在此僅列出波數(缸，ky)=(0.44 ，0.44)這個成分波

的波場分佈結果，分析結果如國 8所示，於該波數

條件下，小波函數之空間視窗寬度範圍為

(&‘L'iy )=(7.7 可 7.7)m '波數視窗寬度範圖為

(L'ik ，..L'ik，)=( 1.3，1.3) ，在圈8 中(x<IOO ，y<IOO)的

範圍巾出現了主要的波場訊息'於波場其它範圍之

能量則趨近於零，顯示波數 (kx，ky)=(0.44 ，0.44)之成

分波主要分布在該區域中，此與模擬條件不謀而

合。同理，以小波轉換分析其它成分波波數條件時，

可求得該特定成分波在空間中的分佈情形。

40 60 的嘲叫咱蝴叫別

~m)

圖 8 二維小波轉換分析模擬影像，成分波

1 [(kx柯)=(0.44，0.44)]之波場空間分布

四、結論與建議

從以上之研究與分析，本文對於二維小波轉換

於波場之分析作以下幾點結論與建議.

l 應用二維小波轉換於波場影像分析時，可以獲得

影像中不同位置的波場分布，也可以分析特定成

分波在空間上的演變行為。

2. 小波函數分析訊號之解析範團會隨著空間中成

分波波數之改變而產生變動，且尺度參數愈大

(波數愈小)時，其解析範團會愈大，但解析範間

不會隨著空間中之位置的改變而隨之產生變化。

3 由於小波轉換解析與傅立葉分析對分析訊號的

解析力不同，因此除了在相當完美的條件:(統一

性波場)時可能有相同的結果之外，大部分的分

析均會產生迴異的結果，須對此結果詳加判讀。

4 本文目前著重理論的推導與驗證，在確認導證無

誤後，分析實際的 RAR 或 SAR 影像為後績的重
要工作，然而分析結果的解讀始為其中主要的探

討對象。

5 藉由小波轉換分析不同成分波於空間波場之分

佈變化，可以用來分析波浪在近岸的折繞射等現

象。
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